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   توابع چند متغيره

اگرچه بسياري از پديده ها را توسط اين توابع . تاكنون با توابع حقيقي يك متغيره آشنا شده ايم

توصيف مي شوند، ولي اغلب كميت هاي فيزيكي و اقتصادي در واقع به بيش از يك متغير وابسته 

كل يك  هزينه. ه طول و عرض و ارتفاع آن بستگي داردبه عنوان مثال حجم مكعب مستطيل ب. هستند

هر تابع كه با چند متغير . است.... بستگي به حقوق كاركنان ، مواد اوليه ، تجهيزات و واحد صنعتي 

در اين فصل با اين توابع و ويژگي هاي آنها آشنا شده و در . وابسته است را تابع چند متغيره مي نامند

  .مشتق و كاربرد هاي آن مي پردازيمادامه به تعميم مفهوم 

 را يك تابع R و برد آن nRكه دامنه ي آنهر تابع .  مجموعه ي اعداد حقيقي باشدRاگر: تعريف 

nبه عبارتي ساده تر تابع.  متغيره مي نامندnمتغيره ي ، به تعداد nحقيقي مي گيرد و  مرتب  عدد

 :براي مثال. يك يك عدد حقيقي مي دهد

)(xfy تابع يك متغيره  =

),( 21 xxfy تابع دو متغيره  =

),,( 321 xxxfy تابع سه متغيره   =

yxyxfتابع: مثال  43
2 ),( مقدار. يك تابع دو متغيره است),(=− 21fرا بدست آوريد. 

583241321
2 −=−=−= )()(),(f

13 سه متغيره يتابع :تمرين  +−= z
y

x
zyxf ),,(مقدار.را در نظر بگيريد),,( 1510f را 

 .محاسبه كنيد

0132113
5

10
1510 =+−=+−= )(),,,(f

 مي باشد، به nRه ي يك تابع چند متغيره زير مجموعه اي از  انتظار مي رود ، دامنهمانطور كه

  .شرط اينكه به ازاي تمام اعضاي آن تابع داده شده تعريف شده باشد

دامنه ي تابع : مثال 
1

3

−

+
=
y

x
yxf )},(|{ مجموعه ي),( 1

2 ≠∈= yRyxD fزيرا . مي باشد

 . نبايد صفر شودمخرج كسر

فصل 2: توابع چند متغیره



2صفحه ي 

در اين فصل فقط به بررسي توابع دو متغيره مي پردازيم و  در مواردي محدود به توابع سه : تذكر 

 .متغيره اشاره مي كنيم

 تابع :تمرين 
yx

yxf
−

=
1

 .را در نظر بگيريد),(

),(مقدار : الف  46fرا محاسبه كنيد . 

  . تعيين كنيددامنه ي اين تابع را: ب 

  :حل 

2

1

46

1
46 =

−
=),(f

}|),{( yxRyxD f ≠∈= 2

yxyxfتابع :تمرين   .را در نظر بگيريد),(=+3

.ي تابع زير را بدست آوريد دامنه) الف 

),(مقدار )  ب 14fرا حساب كنيد.  

: پس .زير راديكال نبايد منفي باشد: حل 

}|),{( 0
2 ≥∈= xRyxD f  

53213414 =+=+= )(),(f

 :تمرين براي حل 

9 تابع :تمرين 
22 −+= yxyxf  .را در نظر بگيريد),(

),(مقدار : الف  15 −fرا محاسبه كنيد . 

  .دامنه ي اين تابع را تعيين كنيد: ب 

*** 

   متغيرهنمودارتوابع دو

),(براي مثال تابع .  بعدي قابل ترسيم استنمودار توابع دو متغيره فقط در فضاي سه yxfz   دو =

به همين دليل نمودار هاي اينگونه توابع در .  مي دهدz مي گيرد و مقدار براي y و xمقدار براي 

و به در حالتي خاص سطح ( دار هر تابع دو متغيره را رويه نمو. فضاي سه بعدي نمايش داده مي شوند

 .به نمونه هاي زير توجه كنيد. مي نامند) 
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yxzنمودار تابع  : 1مثال   . يك سطح مي باشد=−−

22نمودار تابع : 2 مثال yxz  . يك سهمي گون مي باشد=+

22نمودار تابع : 3مثال yxz  . يك هذلولي گون يا رويه ي زين اسبي است=−

*** 

توابع دو متغيره  در حد

),(اگر yxfحد اين تابع در نقطه ي.  يك تابع دو متغيره باشد),( baعددي مانند L است، هرگاه 

),(وقتي كه yxبه سمت ),( baميل كند و مقدار تابع به Lدر اين صورت مي نويسند.  نزديك شود. 

Lyxf
bayx

=
→

),(lim
),(),(

22حد تابع: مثال 
25 yxyxyxf ),(در نقطه ي),(=++ 21  . را بدست آوريد−

  :حل 

x

y

z

x

z

y

x

y

z
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18101

22215125
2222

2121

−=+−=

−+−+=++=
−→−→

)())(()()(lim),(lim
),(),(),(),(

yxyxyxf
yxyx 

 . حد هاي زير را حساب كنيد:مرين براي حل ت

yx

yx

yx 3

4

21 +

−

→ ),(),(
lim)1

5

13

00 ++

−+

→ yx

yx

yx ),(),(
lim)2

22

43

yx
yx

+
−→ ),(),(

lim)3

اگر در محاسبه ي حد ، پس از جايگذاري مقادير به حالت : تذكر 
0

0
 برسيم، در اصطلاح گويند، حد 

 .زم است قبل از جايگذاري صورت و مخرج كسر را تجزيه و ساده كنيدمبهم است و براي رفع ابهام لا

  .حد زير را حساب كنيد: مثال 

yx

yx

yx −

−

→

22

33 ),(),(
lim

 :حل 

مبهم 
0

0

33

33
2222

33

=
−

−
=

−

−

→

)()(
lim

),(),( yx

yx

yx

633
33

33

22

33

=+=+=

−

+−
=

−

−

→

→→

)(lim

))((
limlim

),(),(

),(),(),(),(

yx

yx

yxyx

yx

yx

yx

yxyx

 .حد هاي زير را حساب كنيد :تمرين براي حل 

yx

yxyx

yx 2

65
22

12 +

++

−→ ),(),(
lim)1

yx

yx

yx −

−

→

33

11 ),(),(
lim)2

22

33

11 yx

yx

yx −

−

→ ),(),(
lim)3
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   در توابع دو متغيره پيوستگي

),(اگر دو متغيره ي  yxfرا در نقطه ي ),( ba پيوسته گويند، هرگاه : 

),(مقدار: الف  bafوجود داشته باشد .  

lim),(: ب 
),(),(

yxf
bayx →

 .اشدوجود داشته ب

lim),(),(: ج 
),(),(

bafyxf
bayx

=
→

 .باشد

),(در صورتي كه حداقل يكي از شرايط فوق برقرار نباشد، گويند تابع در نقطه ي پيوسته  baنيست . 

),(پيوستگي تابع زير را در نقطه ي :مثال   . بررسي كنيد10





=

≠++
=

),(),(

),(),(
),(

103

1012

yx

yxyx
yxf

 :حل 

310 =),(f

3112012
1010

=++=++=
→→

)()(lim),(lim
),(),(),(),(

yxyxf
yxyx

),(لذا تابع داده شده در نقطه ي   . پيوسته است10

),( پيوستگي تابع زير را در نقطه ي:مثال   . بررسي كنيد21







=

≠+
=

),(),(

),(),(
),(

212

21
22

yxxy

yxyx
yxf

 :حل 

421221 == ))((),(f

54121
2222

2121

=+=+=+=
→→

)()()(lim),(lim
),(),(),(),(

yxyxf
yxyx

),(بع داده شده در نقطه يلذا تا   . پيوسته نيست21

  : تمرين براي حل 

),(پيوستگي توابع زير را در نقطه ي : 1  . را بررسي كنيد21








=

≠
+=

),(),(

),(),(
),(

21

21
5

22

yxxy

yx
yx

xy

yxf
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),(پيوستگي توابع زير را در نقطه ي : 2  . را بررسي كنيد−11







−=−

−≠++
=

),(),(

),(),(
),(

11

111

22

22

yxyx

yxyx
yxf

*** 

  متغيرهدو مشتقات جزيي توابع 

در مورد توابع دو متغيره ، با در  ثابت در نظر گرفتن يكي از متغير ها نسبت به متغير ديگر مانند توابع 

),(به عبارتي ديگر در مشتق گيري از تابع. يك متغيره مي توان مشتق گيري نمود yxfz  نسبت =

),( در مشتق گيري از تابعهمچنين.  را ثابت در نظر مي گيريمy ، متغير xبه متغير yxfz = 

به همين دليل است كه تابع بدست آمده را .  را ثابت در نظر مي گيريمx ، متغيرyنسبت به متغير

  .مي نامند)  مرتبه ي اولمشتق نسبي (  مرتبه ي اولمشتق جزئي

),(اگر yxfz  را با نماد xدر اين صورت مشتق اين تابع نسبت به.  يك تابع دو متغيره باشد=
x

f

∂

∂

 را با نماد y و مشتق اين تابع نسبت بهxfيا 
y

f

∂

∂
 لذا.  نمايش مي دهندyf يا 

=.)عدد فرض مي شودx) yمشتق نسبت به
∂

∂

x

f

=.)عدد فرض مي شودy) xمشتق نسبت به
∂

∂

y

f

1423 تابع مرتبه ي اول مشتقات جزئي :1مثال +−+++= yx eexyyxyxf را بدست ),(

 .آوريد

 :حل 

xey
x

f
++=

∂

∂
43

yex
y

f
−+=

∂

∂
42

yxyxyxf تابع  مرتبه ي اول مشتقات جزئي :2مثال cossin),( +−= 32
 . را بدست آوريد5

  :حل 

xxy
x

f
cos−=

∂

∂ 3
10
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yyx
y

f
sin−=

∂

∂ 22
15

xyxyxf مشتقات جزئي تابع:تمرين  4
3 ),( در نقطه يرا ),(=−  . بدست آوريد21

  :حل 

58324132143
22 −=−=−=

∂

∂
→−=

∂

∂
)()(),(

x

f
yx

x

f

414214 −=−=
∂

∂
→−=

∂

∂
)(),(

y

f
x

y

f

 .ب تعريف مي شود مشتقات جزئي مرتبه ي اول تابع سه متغيره نيز به همني ترتي:تذكر 

  . مشتقات جزئي مرتبه ي اول تابع زير را بدست آوريد:مثال 

232 ++−+++= zyxzyxzyxf ),,(

 :حل 

2
2

1
+=

∂

∂

xx

f

3
2

1
−=

∂

∂

yy

f

1
2

1
+=

∂

∂

zz

f

   :تمرين براي حل 

 .مشتقات جزئي مرتبه ي اول هر يك از توابع زير را بدست آوريد : 1

2xyxeyxf y +=),()1

xyeyxyxf ++= 22
3),()2

)cos()sin(),( xyyxyxf ++=)3

zLxyyxzyxf n++= sinsin),,()4

),()(مشتقات جزيي تابع : 2 yxLyxf n 4
2 ),(ي را در نقطه =+  . بدست آوريد23

xyzzyxzyxfمشتقات جزيي تابع  : 3 +++= ),,( ي را در نقطه),,(222  .بدست آوريد 321



8صفحه ي 

 از دو كالا به صورت yو xي مشترك براي مقادير اگر تابع هزينه  :يك مسئله ي كاربردي

22
435 yxyxyxc   كهبدست آوريدطوري هزينه نهايي دو كالا را .  تعريف شده باشد),(=+−+

4=x 5 و=y باشد. 

=xي نهايي نسبت به كالاي هزينه
∂

∂

x

c

=yي نهايي نسبت به كالاي هزينه
∂

∂

y

c

x  19524546ي نهايي نسبت به كالاي هزينه
54

654 =−=−=−=
∂

∂
)()(

),(
)(),( yx

y

c

y84كالاي ي نهايي نسبت به هزينه
54

854 +−=+−=
∂

∂

),(
)(),( yx

y

c

  تعريف شده  زيرورتاز دو كالا به ص yو xي مشترك براي مقادير اگر تابع هزينه : تمرين براي حل

 .بدست آوريدطوري  كالا را هزينه نهايي دو. باشد

yxeyxc 3
2=),( 

22توليد محصولي به صورتاگر تابع   :يك مسئله ي كاربردي
428 yxxyyxz  تعريف ),(=−+

  .بدست آوريد y وxنهايي بهره وري . شده باشد

= )xبهره وري نهايي نسبت به ( x نهايي نسبت به توليد
∂

∂

x

z

= )yبهره وري نهايي نسبت به  (y نهايي نسبت به توليد
∂

∂

y

z

xy
x

z
48 −=

∂

∂

yx
y

z
88 −=

∂

∂

22يي تابعا بهره وري نه: لتمرين براي ح
33 yxxyyxz ),(ي را در نقطه),(=−− بدست را 21

  .آوريد

*** 
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  :تب بالاتر امشتقات جزئي مر

 در اين صورت مشتقات .اول نيز انجام دادي  مي توان عمل مشتق گيري را روي مشتقات جزئي مرتبه

 مشتقات جزئي مراتب بالاتر روند مشتقگيري مي توان با ادامه ي. جزئي مرتبه ي دوم بدست مي آيند

 :توجه داشته باشيد كه . را نيز مي توان به دست آورد

 منظور از نماد
yx

f

∂∂

∂2
)( يعني

y

f

x ∂

∂

∂

∂
نسبت  و سپس از تابع بدست آمده y نسبت بهf ابتدا از تابع

 . مشتق مي گيريمxبه

منظور از نماد 
2

2

x

f

∂

∂
)( يعني

x

f

x ∂

∂

∂

∂
 و سپس از تابع بدست آمده مجدداً x نسبت بهfابتدا از تابع 

 . مشتق مي گيريمxنسبت به

منظور از نماد 
2

2

y

f

∂

∂
)( يعني

y

f

y ∂

∂

∂

∂
 و سپس از تابع بدست آمده مجدداً y نسبت بهfابتدا از تابع 

 . مشتق مي گيريمyنسبت به

22 اگر:مثال 
446 yxyyxyxf  .زير را كامل كنيدي ها تساوي ),(=−+

الف (  yxy
x

f
412 −=

∂

∂

ب  (  yxx
y

f
846

2 +−=
∂

∂

ج  (  412

2

−=
∂∂

∂
x

yx

f

د( 412

2

−=
∂∂

∂
x

xy

f

ـه (  y
x

f
12

2

2

=
∂

∂

و (  8
2

2

=
∂

∂

y

f
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تمرين براي حل 

22اگر  : 1
32 yxyxyxf  . كامل كنيدهاي زير را تساوي ),(=−+

د( =
∂∂

∂

xy

f2
الف(   =

∂

∂

x

f
 

ـه(  =
∂

∂
2

2

x

f
ب (   =

∂

∂

y

f
 

و(  =
∂

∂
2

2

y

f
ج (   =

∂∂

∂

yx

f2

xyxyxfاگر  : 2 sin),( +=  مقدار 33
xy

f

∂∂

∂2
),( را در نقطه ي  .  بدست آوريد−21

233اگر  : 3 zyxyxf  مقدار ),(=
xyz

f

∂∂∂

∂3
 . را بدست آوريد

*** 

  ديفرانسيل كامل توابع دو متغيره

),(اگر yxfz در اين صورت ديفرانسيل كامل اين تابع را به صورت زير .  يك تابع دو متغيره باشد=

  .مي شود تعريف

dy
y

f
dx
x

f
df

∂

∂
+

∂

∂
= 

xy ديفرانسيل كامل تابع  :1مثال yexeyxf  . را بدست آوريد),(=+

  :حل 

dy
y

f
dx
x

f
df

∂

∂
+

∂

∂
= 

dyexedxyeedf xyxy )()( +++= 

22 ديفرانسيل كامل تابع :2مثال
34 xyxyxf ),( را در نقطه ي),(=− 12  . بدست آوريد−

  :حل 

dy
y

f
dx
x

f
df

∂

∂
+

∂

∂
= 
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dyxydxyxdf )()( 638
2 −+−= 

dydxdf )))((())()((),( 1261328
2

12 −−+−−=− 

dydxdydx 121312316 +=+−= )()(

),,( ي به طور مشابه براي تابع سه متغيره:تذكر  zyxfw  مي توان ديفرانسيل كامل را به =

  .صورت زير تعريف نمود

dz
z

f
dy
y

f
dx
x

f
df

∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
= 

222ل تابع ديفرانسيل كام:مثال  zyxxyzzyxf  . را بدست آوريد),,(=+++

  :حل 

dz
z

f
dy
y

f
dx
x

f
df

∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
= 

dzzxydyyxzdxzyzdf )()()( 222 +++++= 

 . ديفرانسيل كامل هر يك از توابع زير را بدست آوريد:تمرين براي حل  

22
34 xyxyxf +=),()1

xy yexeyxf +=),()2

xyzezyxf =),,()3

*** 

  )مشتق زنجيري ( امل توابع دو متغيره مشتق ك

),(در تابع دو متغيره ي yxfz  بوده و توابع y وx تابعي مشتق پذير از دو متغيرz ، اگر=

)(tgx thy)( و=  نيز تابعي zدر اين صورت. باشند t مشتق پذير بر حسب متغير نيز توابعي=

  : عبارت است از t بوده و مشتق زنجيره اي آن نسبت بهtمشتق پذير از

dt

dy

y

z

dt

dx

x

z

dt

dz
×

∂

∂
+×

∂

∂
=

22 اگر:مثال  yxz tetx و=+ tety و=−+ مشتق كامل.  باشد=+
dt

dz
 . را بدست آوريد

 :حل 
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dt

dy

y

z

dt

dx

x

z

dt

dz
×

∂

∂
+×

∂

∂
=

))(())(()()()()( tttttt eteteeteyex
dt

dz
++++−+−=+×++−×= 2121212

22 اگر:مثال 
2 yxyxz tx و=++ sin=و ty cos=شتق كاملم.  باشد

dt

dz
 . را بدست آوريد

 :حل 

dt

dy

y

z

dt

dx

x

z

dt

dz
×

∂

∂
+×

∂

∂
=

)sin()()(cos)( tyxtyx
dt

dz
−×++×+= 2222

)sin)(cos(sin))(coscos(sin tttttt −+++= 22

tttttttt 2222
222222 sincoscossinsincoscossin −=−−+=

),,(براي تابع سه متغيره ي) مشتق زنجيري(  بطور مشابه مشتق كل :تذكر  zyxfw  وقتي كه =

  . باشند، تعريف مي شودt برحسبz وy وxمتغيرهاي

dt

dz

z

w

dt

dy

y

w

dt

dx

x

w

dt

dw
×

∂

∂
+×

∂

∂
+×

∂

∂
=

 با توجه به توابع زير:مثال 
dt

dw
 . محاسبه كنيد

tz 3ty و =2 2txو  = xyzew  و = =

 :حل 

))(())(())(( 232
2 xyzxyzxyz xyetxzetyze

dt

dw
++=

xyzexyxztyzt
dt

dw
)( 232

2 ++=

555
252562556

4282262
ttt ettettettt )()()( +=+=++=

 با توجه به توابع زير:تمرين براي حل 
dt

dw
 . محاسبه كنيد

tz ty و =2 tx و =3 xyzw  و =4 =

*** 



13ه ي صفح

  ماگزيمم و مينيمم در توابع دو متغيره

),(تابع yxfz ),( و نقطه يy وxاز دو متغير مستقل = baاز دامنه ي تابع fا در نظر بگيريد ر .

  :در اين صورت 

1 (),( bafرا ماگزيمم مطلقfگويند، هرگاه براي هرfDyx  : داشته باشيم ),(∋

),(),( yxfbaf ≥  

),(نقطه يبراي مثال   . يك نقطه ي ماگزيمم مطلق تابع شكل زير است00

2 (),( bafرا مينيمم مطلقfگويند، هرگاه براي هرfDyx  : داشته باشيم ),(∋

),(),( yxfbaf ≤

),(نقطه يبراي مثال   . يك نقطه ي مينيمم مطلق تابع شكل زير است00

3 (),( bafرا ماگزيمم نسبيfگويند، هرگاه دايره اي به مركز),( baدر دامنه ي f باشد كه به 

),(ازاي براي هر yx درون اين دايره داشته باشيم :),(),( yxfbaf ≥  

4 (),( bafرا مينيمم نسبيfگويند، هرگاه دايره اي به مركز),( baدر دامنه ي f باشد كه به 

),(ازاي براي هر yx درون اين دايره داشته باشيم :),(),( yxfbaf ≤

*** 

x

z

y

x

z

y
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),( اگر تابع :1نكته ي  yxfz ),( نقطه يدر = baداراي ماگزيمم يا مينيمم نسبي باشد، آنگاه : 

0=
∂

∂
),( ba

y

f
=0و  

∂

∂
),( ba

x

f

),(نقطه ي: تعريف  baاز دامنه ي تابع ),( yxfz رگاه  تابع مي نامند، هنقطه ي بحراني را =

0=
∂

∂
),( ba

y

f
=0و  

∂

∂
),( ba

x

f

),( اگر تابع :2نكته ي  yxfz =0داشته باشيم  =
∂

∂
),( ba

y

f
=0و  

∂

∂
),( ba

x

f
 ولي تابع 

),(در نقطه ي ba نقطه داراي نقطه ي زينينباشد، آنگاه در اين داراي ماگزيمم يا مينيمم نسبي  

  .است) زين اسبي ( 

),(نقطه يبراي مثال تابع نمودار زير ،    . يك نقطه ي زين اسبي تابع است00

 .در واقع نقطه ي زين اسبي داراي شرايط ماگزيمم و مينيمم مي باشد، ولي ماگزيمم و مينيمم نيست

*** 

142 نقطه ي بحراني تابع:تمرين 
22 +−++= yxyxyxf را بدست در صورت وجود  ),(

  .آوريد

 .كافي است كه دستگاه زير را حل كنيم: حل 





=

−=
→





=

−=
→










=−=
∂

∂

=+=
∂

∂

2

1

42

22

042

022

y

x

y

x

y
y

f

x
x

f

),(نقطه يپس تنها جواب اين دستگاه   . استfاين نقطه ، نقطه ي بحراني تابع.  است−21

*** 

x 

z

y



15ه ي صفح

 تعيين نقاط ماگزيمم و مينيمم تابع دو متغيرهآزمون مشتق دوم براي 

. به كمك آزمون زير مي توان نقاط بحراني تابع دو متغيره را تعيين نمود و نوع آنها را نيز مشخص كرد

  .براي اين كار به ترتيب زير عمل مي كنيم

. دهيم  مياول را تعيين كرده و برابر صفر قراري   مشتقات جزئي مرتبه:1










=
∂

∂

=
∂

∂

0

0

y

f

x

f

),( اگر مختصات اين نقطه.آيد  ميبحران بدستي  به اين ترتيب مختصات نقطه baفرض شود. 

  .كنيم  مي مقدار دلتا را محاسبه :2

2
2

2

2

2

2















∂∂

∂
−














∂

∂














∂

∂
=∆

),(),(),( bayx

f

bay

f

bax

f

 .با توجه به مقدار بدست آمده براي دلتا ، نوع نقطه ي بحراني را در تعيين مي كنيم : 3

0 و ∆<0اگر  :الف 
2

2

<
∂

∂

),( bax

f
),(ي نقطه ، آنگاه  ba استاگزيمم نسبيم .

0 و  ∆<0اگر : ب 
2

2

>
∂

∂

),( bax

f
),(ي نقطه ، آنگاه  ba استينيمم نسبيم . 

),( ي نقطه باشد، آنگاه ∆>0اگر : ج  baزين اسبي است .  

),( ي بحراني   نقطه ، آنگاه در نوع    باشد ∆=0اگر  : د   ba      را نمي توان مشخص كرد و روشهاي ديگري

  . را بايد بكاربرد

 در بند هاي الف و ب مي توان بجاي:توجه
),( bax

f

2

2

∂

∂
 از
),( bay

f

2

2

∂

∂
 . نيز استفاده نمود
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23تابع  : مثال
22 +−++= xyxyxyxf  .  داده شده است),(

 .بدست آوريددر صورت وجود نقطه يا نقاط بحراني تابع را ) الف

  .را تعيين كنيدبدست آمده بحراني   نقاطي نوع نقطه) ب

  :حل 

  ) الف

12

02

32

02

032

−==→








=+

=+

→










=+=
∂

∂

=−+=
∂

∂

yx

yx

yx

yx
x

f

yx
x

f

,

),( يپس نقطه 12 −Aيك نقطه ي بحراني تابع است .

  )ب

2
2

2

=
∂

∂

y

f
1و  

2

=
∂∂

∂

yx

f
2 و 

2

2

=
∂

∂

x

f

3122
2

2
2

2

2

2

2

=−=














∂∂

∂
−














∂

∂














∂

∂
=∆ )())((

),(),(),( bayx

f

bay

f

bax

f

0 و ∆<0پس چون
2

2

>
∂

∂

x

f
),( پس نقطه ي 12 −A مينيمم است يك نقطه ي .

22تابع: تمرين 
1 yxyxf   . را در نظر بگيريد),(=+−

 .بدست آوريددر صورت وجود نقطه يا نقاط بحراني تابع را ) الف

  .را تعيين كنيدبدست آمده بحراني ي  نوع نقطه) ب 










=→=−=
∂

∂

=→==
∂

∂

002

002

yy
y

f

xx
x

f

),(پس نقطه ي 00Aيك نقطه ي بحراني تابع است . 

2
2

2

−=
∂

∂

∂

∂
=

∂

∂
)(
y

f

yy

f
0 و 

2

=
∂

∂

∂

∂
=

∂∂

∂
)(
y

f

xyx

f
2و

2

2

−=
∂

∂

∂

∂
=

∂

∂
)(
x

f

xx

f
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2
2

2

2

2

2















∂∂

∂
−














∂

∂














∂

∂
=∆

),(),(),( bayx

f

bay

f

bax

f

4022
2 −=−−=∆ )()()(

04و چون  ),(ي   نقطه∆=−> 00A زين اسبي است.  

تعيين و سپس را در صورت وجود شده داده  بحراني تابع طنقطه يا نقا در هر مورد   :تمرين براي حل    

  .نوع آن را مشخص كنيد

22
32 yxyxyxf ++=),()1

52
2 +−= xyxyxf ),()2

10396
22 −++−= xyxyxyxf ),()3

22
24 yxyxyxf −−+=),()4

xyeyxf += 1),()5

33
3 yxyxyxf +−=),()6

***  

ــاربردي   ــسئله ي ك ــك م ــع تقاضــاي   :ي ــر تواب ــالاياگ ــورتy وxدو ك ــه ص yq ب 540−= 

xpو 336 22 و تابع هزينه ي مشترك آنها ،       =−
32 yxyxc مطلوب اسـت تعيـين     .  باشد =++

 .دمقداري كه سود انحصارگر را ماگزيمم كرده و سپس سود ماگزيمم را محاسبه كني

cxpپس.مي باشد) x(از درآمد) c(حاصل تفاضل هزينه ) p(مي دانيم كه سود : حل  −=

  .اكنون مقادير مفروضات مسئله را در رابطه ي سود جايگزين كرده و ساده مي كنيم

cqypxf −+=   تابع سود)(

)()()(),( 22
32540336 yxyxyyxxyxf ++−−+−=

2222
32540336 yxyxyyxxyxf −−−−+−=),(

yxxyyxyxf 4036284
22 ++−−−=),(

 .حال نقاط بحراني تابع و نوع آنها را تعيين مي كنيم
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24
208

184

40216

3628

040216

03628

==→




=+

=+
→





−=−−

−=−−
→










=+−−=
∂

∂

=+−−=
∂

∂

yx
yx

yx

xy

yx

xy
y

f

yx
x

f

,

),(پس نقطه ي 24Aيك نقطه ي بحراني تابع است . 

16
2

2

−=
∂

∂

∂

∂
=

∂

∂
)(
y

f

yy

f
2 و 

2

−=
∂

∂

∂

∂
=

∂∂

∂
)(
y

f

xyx

f
8و

2

2

−=
∂

∂

∂

∂
=

∂

∂
)(
x

f

xx

f

2
2

2

2

2

2















∂∂

∂
−














∂

∂














∂

∂
=∆

),(),(),( bayx

f

bay

f

bax

f

12441282168
2 =+=−−−−=∆ )()()(

0و  ∆<0و چون 
2

2

<
∂

∂

x

f
),(ي نقطه پس  24Aاست نقطه ي ماگزيمم . 

 . در تابع سود قرار مي دهيمy=2 و x=4براي محاسبه ي سود ماگزيمم ، مقادير

 yxxyyxyxf 4036284
22   تابع سود),(=−−−++

112112240436242284424
22 =→=++−−−= )max()()())(()()(),( ff 

 براي توابع تقاضا و تابع هزينه ي مشترك زير ، مقدار مـاگزيمم سـود و همچنـين            :تمرين براي حل    

 .سود ماگزيمم را بدست آوريد









++=

−=

−=

22
2

220

10

yxyxc

yq

xp

*** 




